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Задача об экстремальном разбиении плоскости 


В данной работе изучается одна известная проблема об описании экстремальных конфигураций, кото¬ 
рые максимизируют произведение внутренних радиусов взаимно непересекающихся областей. 


Пусть К, Ж. — множество натуральных и вещественных чисел, соответ¬ 
ственно, С — комплексная плоскость, С = С|Доо} — расширенная ком¬ 
плексная плоскость или сфера Римана, К + = (0, ос). Пусть уД) = + 1 ), 

і (Е К + — функция Жуковского. Пусть г (В. а) — внутренний радиус области 
В С С, относительно точки а (Е В [4, 5]. 

Системой непересекающихся областей называется конечный набор произ¬ 
вольных областей {А]д =1 , и Е Н, и ) 2 таких, что А С С, В к П В т = 0, 
к ^ т, к , т = 1 , п. 

Систему точек А п := { а к (Е С, к = 1 , п}, п (Е М, п ^ 2 назовем п- 
лучевой, если \а к \ ЕЕ К + при к = 1,п, 0 = аг^ад < аг§а2 < ... < аг§а п < 2л. 

Введем обозначения а к := — аг§ к+1 , ср г+ і := ад, к = 1, п, ^ а к = 2. 

^ ^к к= 1 

Для произвольной п-лучевой системы точек А„ = {ац]ф = і рассмотрим 
следующий "управляющий" функционал: 
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В данной работе рассматривается задача об экстремизации функционала 


Л(т) = [г (А, о) г (Ас, оо)] 7 ]^[ г (А, а*;) (1) 

к=1 


при 7 > 0, п ^ 2, на множестве всех систем взаимно непересекающихся 
областей {А}&= і, таких, что а к ЕЕ А С С, к = 1, п, ао = 0 С А С С, 
оо с Ао с С. 

Следует отметить, что система круговых областей Ар, А^, Л к , к = 1,п 
квадратичного дифференциала 


С}{ѵо)(1ѵо 2 = 


7 ш 2п + (п 2 — 2^)гѵ п + 7 
иі 2 (гѵ п — I) 2 


<Аг 2 , 


( 2 ) 


представляет из себя систему взаимно непересекающихся областей, таких что 
0 € А 0 , оо € Аоо, Х к е Ль, А к = ехр( 27г( Д 1) ), к = 1,п 



При 7 = 1/2 и и ^ 2 точная оценка для функционала (1) для систем 
непсрссекающихся областей была впервые получена в работе [ 6 ]. В работе [7] 
в случае односвязных областей была получена оценка функцинала ( 1 ) при 
7 Е (0, у], п ^ 2. Задача об оценке функционала ( 1 ) при начальных значе¬ 
ниях натурального параметра п рассматривалась в [10, 11]. В работе [ 12 ] при 
п^7 получили точные оценки функционала ( 1 ) для систем произвольных 
многосвязных областей при у (Е (0, 0.08п 2 ) В данной работе улучшены оцен¬ 
ки функционала ( 1 ) при п > 6 для больших интервалов значенй параметра 
7 - 

Теорема. Пусть 0 < у ^ 7„, 7е = 4,64. 7 ?г = 0.0845п 2 + 0.088п + 
0.0229, п > 7. Тогда для у € (0, у п ], любой п-лучевой системы точек А п = 
{ад]ф =1 , такой, что АЛ(А п ) = 1 и любого набора взаимно непересекающихся 
областей Во, {Ац.}ф =1 , В^ (ао = 0 7 Во С С, ос 7 В ж с €, Е В к с С), 
справедливо неравенство 

П П 

[г (Во , 0 ) г (В 0 о, оо )] 7 ]^[ г (В*, а*) < [г (А 0 , 0 ) г (А^, оо )] 7 ]^[ г (А*, А*), 

Дс =1 &=1 

где области Ао, Лоо, К к и точки 0 , оо, А& (к = 1 ,п, п > 6 ) — соответствен¬ 
но круговые области и полюсы квадратичного дифференциала (2). 
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